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1 Cosa serve prima di partire

Cosa devi gia sapere

¢ Disequazione di primo grado. 2x — 6 > 0 da x > 3; e dividendo per un numero
negativo il verso cambia: —2x > 6da x < —3.

e Intervalli. 2 < x < 5 siscrive (2, 5]: tonda dove l'estremo & escluso, quadra dove &
compreso. Dalla parte dell’infinito sempre tonda.

* Regola dei segni. Un prodotto di due fattori € positivo se hanno lo stesso segno,
negativo se ce I'hanno diverso. Per la divisione vale identica: - = —.

¢ Legge di annullamento del prodotto. Un prodotto & nullo se e solo se lo € un fattore:
(x —2)(x+5) = 0da x = 2 oppure x = —5.

* Scomposizione. Raccoglimento totale e parziale, differenza di quadrati a> — b* =
(a —b)(a+b). Qui servono solo quelle che danno fattori di primo grado.

¢ C.E. di una frazione: il denominatore non si annulla mai.

* Denominatore comune: serve a portare in forma normale un’espressione con le
frazioni sparse.

2
x J—
Esempio Svolto 1.1: Dove servono, tutti insieme: In .

> 01 prerequisiti entrano
uno dopo l'altro, e sono gia tutti nell’elenco qui sopra.

C.E.: x — 1 # 0, cioe x # 1. Si scrive prima di qualunque conto.

Scomposizione: x> — 4 = (x — 2)(x + 2), differenza di quadrati. Ora tutti i fattori sono di
primo grado.

Legge di annullamento: il numeratore e zero in x = 2 e x = —2; il denominatore in x = 1.
Sono i tre punti del quadro.

Regola dei segni: in ogni colonna il segno della frazione ¢ il prodotto dei tre segni, e per
la divisione vale identica alla moltiplicazione.

Intervalli: la risposta viene —2 < x <1 V x > 2, esiscrive S = [-2; 1) U [2;+00). 112
e il —2 hanno la quadra perché li la frazione vale zero e il verso ¢ largo; 11 ha la tonda

perché li non esiste.

Niente di nuovo: il capitolo aggiunge solo il modo di metterli in fila.

2 Una cosa sola, fino in fondo

Questo capitolo insegna il quadro dei segni, e nient’altro.
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Tutti i fattori che compaiono sono di primo grado: si annullano in un punto solo, e quel punto
€ un numero razionale che si trova in due righe. Non c’e nessun discriminante da calcolare,
nessuna parabola da immaginare, nessuna radice irrazionale da tenere esatta.

Perché un capitolo per una cosa sola

Il quadro dei segni compare in due altri posti, e in tutti e due & in compagnia.

Nelle disequazioni di primo grado & una tipologia fra molte, su prodotti di due fattori: si
vede, non si esercita.

Nelle disequazioni di secondo grado c’e, ma insieme al segno del trinomio, al discriminante
e alle radici irrazionali — e chi non ha digerito il quadro se lo trova sepolto sotto tre cose
nuove tutte insieme.

Qui il quadro e I'unico contenuto, e si esercita su due, tre, quattro fattori, sulle frazioni,
sulle espressioni da scomporre. Chi finisce questo capitolo arriva al secondo grado con il
metodo gia in mano, e deve imparare solo una cosa nuova: il segno del trinomio.

Esempio Svolto 2.1: Lo stesso quadro, due capitoli diversi: Queste due disequazioni
sono la stessa cosa:

X2—x—6>0 e (x—3)(x+2)>0

perché x2 — x — 6 = (x — 3)(x +2).

Nel capitolo delle disequazioni di secondo grado la prima si risolve calcolando A =
1424 = 25, poi le radici 3 e —2, poi il segno del trinomio. Qui la seconda si risolve
compilando il quadro sui punti —2 e 3, e basta.

Il risultato e identico: x < —2 V x > 3. Ma nel primo caso prima del quadro ci sono tre
cose nuove, e chi si perde non sa dire in quale. Qui il quadro é da solo: quando sbagli, sai
esattamente che cosa hai sbagliato.

3 Il segno di un binomio

Prima del quadro, il mattone: sapere dove un fattore & positivo e dove € negativo.

Formula 3.1: Il segno di mx + g: Il binomio mx + ¢ si annulla in x = —-L, e da li cambia
segno:

¢ sem > 0: negativo prima, positivo dopo;

¢ sem < 0: positivo prima, negativo dopo.
In una riga: concorde con m dopo il suo zero.
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Esempio Svolto 3.1: Due binomi, due righe:
a.x—2:siannullain2,em =1 > 0.

2
x=2 |- 0 +
b.3—x:siannullain3,em = —1 < 0.
3
3—x |+ 0 -—

Controllo. Nel secondo, x =0da3 > 0vex =10da -7 < 0 v". I modo pit rapido di
non sbagliare la riga ¢ sostituire un numero facile: se viene positivo, quella zona ¢ +.

4 Disequazioni prodotto

Metodo 4.1: Il quadro dei segni, in cinque passi:

1. Trova gli zeri di ogni fattore.

2. Ordinali sulla retta, dal pit1 piccolo al pit1 grande. Prima di disegnare qualunque

cosa.
3. Una riga per fattore: il suo segno in ogni intervallo, e uno 0 sopra il suo zero.
4. Moltiplica i segni colonna per colonna: e la riga del prodotto, separata da una linea.

5. Leggi la zona che il verso chiede.

Esempio Svolto 4.1: (x —2)(x 4+ 3) > 0:
1-2. Zeri, in ordine: —3 e 2.

3-4. Quadro.
-3
x—2 | — - 0 +
x+3 | — 0 + +
prodotto | + 0 - 0 +

5. Lettura. Serve il prodotto positivo:

X< —-3Vx>2, S = (—00, =3)U (2, +)

Controllo. x = 0 (dentro l'intervallo centrale): (—2)(3) = —6, negativo v'— e infatti 0
non ¢ nella risposta. x =3: (1)(6) =6 > 0.
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Gli zeri si mettono in ordine per primi

Se le colonne del quadro sono in ordine sbagliato, ogni segno ¢ al posto sbagliato — e la
risposta ¢ sbagliata anche se ogni singola riga ¢ compilata bene.

Succede quando gli zeri sono frazioni, o quando sono tanti: fra —3, —1e % 'ordine non si
legge a colpo d’occhio. Si scrivono, si confrontano, e poi si disegna.

Con 7 punti le colonne sono 1 + 1

Due punti dividono la retta in tre pezzi: prima del primo, in mezzo, dopo il secondo. Tre
punti in quattro, quattro punti in cinque.

Chi disegna tante colonne quanti sono i punti perde 1'ultimo pezzo di retta — e siccome &
quello all’estrema destra, spesso & proprio dove sta meta della risposta.

5 Tre fattori, quattro fattori
Il metodo non cambia. Cambia la larghezza del foglio, e cambia il numero di occasioni che la

distrazione ha per colpire.

Esempio Svolto 5.1: Quattro fattori: (x +2) x (x —1)(x —4) < 0:
Zeri in ordine: —2, 0, 1, 4. Quattro punti, cinque colonne.

=2 0 1 4
x+2 |- 0 + + + +
x| — - 0 + + =+
x—1| — = - 0 + +
x—4 | — = = - 0 +
prodotto | + O - 0 + 0 — 0 +

Serve il prodotto negativo:

—2<x<0V1i<x<i4

Controllo. x = —1: (1)(—1)(—-2)(-5) =-10<0v. x=2: (4)(2)(1)(-2) = -16 <0
v. x=05:(25)(05)(—05)(—3,5) > 0, e infatti 0,5 non & nella risposta v.

I segni si alternano, quando i fattori sono tutti semplici

Nel quadro qui sopra la riga finale fa + — + — +: si alterna a ogni colonna.

Non e un caso, ed e un controllo gratuito: attraversando uno zero di un fattore semplice
cambia segno quel fattore, e quindi cambia segno il prodotto. Se nella tua riga finale due
colonne vicine hanno lo stesso segno, o hai sbagliato un segno, oppure li ¢’e un fattore
ripetuto — che ¢ il paragrafo dopo.
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6 Fattori ripetuti: la parita dell’esponente

Formula 6.1: Un fattore elevato a potenza: Nel prodotto compare (mx + g)*:
* se k e pari, il fattore e positivo o nullo sempre: la sua riga ha tutti + e uno 0 sopra
il suo zero. Non cambia segno;
* se k e dispari, si comporta come il fattore semplice: cambia segno attraversando il
Suo zero.
E la stessa regola dei segni delle potenze: (—3)% = +9, (—-3)° = —27.

Esempio Svolto 6.1: Lo stesso prodotto, due esponenti:
a. (x —1)%(x+2) > 0. Lariga di (x — 1)? ha tutti +:

-2 1
(x—1)% | + + 0 +
x+2| - 0 + +
prodotto | — 0 + 0 +

—2<x<1vVvx>1

Il punto 1 e tolto perché 1i il prodotto vale zero, non perché cambia segno — e infatti a
destra e a sinistra e positivo tutte e due le volte.

b. (x —1)3(x +2) > 0. Adesso I'esponente & dispari e il fattore cambia segno:

x<—-2Vx>1

Controllodia. x = 0: (1)(2) =2 > 0. Controllodib. x =0: (-1)3(2) = -2 <0, e
infatti 0 non e nella risposta v'.

Un quadrato non ¢ mai negativo, e questo cambia tutto

(x —1)? vale zero in 1 ed & positivo dappertutto altrove. Chi tratta la sua riga come quella
di x —1— — prima e + dopo — rovescia il segno di meta del quadro.

Il modo di non sbagliare &€ guardare I’esponente prima di compilare la riga, e ricordare
che il segno dipende solo dalla sua parita: (x —1)%, (x —1)® e (x — 1)1 hanno tutti la
stessa riga.

7 Fattori che non cambiano mai segno

A volte in un prodotto c’e un fattore che il segno non lo cambia mai, e allora si puo togliere —
ma va detto.

IllogicoMatematico - Pagina 7



02 - ALGEBRA1 DISEQUAZIONI PRODOTTO, FRATTE E SCOMPONIBILI

Formula 7.1: Quando si pud semplificare: Se un fattore & sempre positivo, si puo
dividere tutto per lui senza cambiare il verso: non influisce sul segno.

Se e sempre negativo, si puo dividere cambiando il verso.

Sono sempre positivi: le costanti positive, i quadrati (mx + q)?> — tranne dove si
annullano.

Esempio Svolto 7.1: Togliere un fattore costante:

3(x—1)(x+4) >0
Il fattore 3 e positivo: si divide per 3 e il verso resta.
(x—1)(x+4)>0 = x<—-4Vx>1
E se il fattore fosse —3? Allora dividendo il verso cambia:
“3x-1)(x+4)>0 = (x—1)(x+4) <0 = —4<x<1

Che ¢ la risposta opposta: il segno del fattore costante non e un dettaglio.

Il1 quadrato si toglie, ma il suo zero resta

In (x — 1)?(x +2) > 0si puo dividere per (x — 1)?, che & positivo — ma solo dove non &
nullo. Il valore x = 1 va tolto lo stesso dalla risposta, perché 1i il prodotto vale zero e non
€ maggiore di zero.

Semplificando senza dirlo si ottiene x +2 > 0, cioé x > —2: sbagliato di un punto. La
risposta giusta ¢ x > —2con x # 1.

Un fattore si toglie solo dopo aver messo da parte i suoi zeri.

8 Disequazioni fratte

Cambia una cosa sola: nel quadro il denominatore ha una riga come le altre, ma i suoi zeri si
segnano diversamente e non entrano mai nella risposta.

Metodo 8.1: Quattro passi:
1. C.E.: si annullano i denominatori e si escludono quei valori. Prima di tutto.

2. Siporta in forma normale % con lo zero a secondo membro — non si moltiplica

per il denominatore.
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3. Quadro dei segni di tutti i fattori, con 7 sopra gli zeri del denominatore.

4. Silegge, senza mai includere i valori esclusi.

Il denominatore non si moltiplica

X —
Davanti a

> 0 viene naturale moltiplicare per x — 3 e scrivere x — 1 > 0, cioe x > 1.

E vietato: moltiplicare per un numero cambia il verso se quel numero ¢ negativo, e qui
non si sa se x — 3 lo € — dipende da x, che & proprio quello che stiamo cercando.

Il numero 2 smaschera 'errore: sostituito nel testo da ; = —1, che non & maggiore di
zero. Eppure starebbe nella risposta sbagliata. La risposta giustae x <1 V x > 3.

x—1
Esempio Svolto 8.1: ;773 > 0:

1. C.EE. x # 3.
2-3. Quadro. Sopra il 3 si scrive #, non 0: 1i 1a frazione non esiste.

x—1|(—- 0 +
x—=3 | — - 0
El+ o - %
4. Lettura. Serve il quoziente positivo:

x<1Vx>3

Controllo. x = 0: :—% = % >0v. x=2: }1 = —1, non positivo, e infatti 2 non c’e v'.

Col verso largo entra lo zero del numeratore, non quello del denominatore

x—1
In P > 0 il punto 1 entra (li la frazione vale zero, e zero € > 0), il punto 3 no — e non

entra mai, con nessun verso.
x<1Vx>3

Nota le due parentesi diverse: quadra a sinistra, tonda a destra. Sono nella stessa risposta,
e dicono due cose diverse.

Esempio Svolto 8.2: Una fratta lunga:

CE.x # —3,x #4.

IllogicoMatematico - Pagina 9



02 - ALGEBRA1 DISEQUAZIONI PRODOTTO, FRATTE E SCOMPONIBILI

Zeri in ordine: —3, —1, 2, 4. Quattro punti, cinque colonne.

-3 =1l 2 4
x+1 | - - 0 + + +
x—2| — — - 0 + +
x+3 |- 0 + - + +
x—4 | — = = - 0 +
¥+ # - 0o + 0o - # +

Serve la frazione negativa o nulla:
—3<x<-1VvV2<x<4

Gli estremi —1 e 2 entrano (zeri del numeratore), —3 e 4 no (zeri del denominatore) — e si

vede dalle parentesi.

Controllo. x = 0: ggiig = =5 > 0, einfatti 0 non & nella risposta v'. x = 3: (S)((H) <0

V.

9 Prima si scompone

Quando la disequazione non ¢ gia scritta come prodotto, si scompone — e in questo capitolo si
scompone sempre in fattori di primo grado.

Metodo 9.1: Gli strumenti che bastano:

1. Raccoglimento totale: x> — 4x = x(x —4). Ogni x raccolta porta un fattore, e quindi
uno zero in 0.

2. Differenza di quadrati: x> — 9 = (x — 3)(x + 3).

3. Raccoglimento parziale, a gruppi di due: x> +2x* —x —2 = x?(x +2) — (x +2) =
(x +2)(x? — 1), e poi ancora (x +2)(x —1)(x +1).

Esempio Svolto 9.1: x> — 4x > 0:
Scomposizione. Siraccoglie x, e resta una differenza di quadrati:

x(x*—4)>0 = x(x—2)(x+2) >0

Quadro sugli zeri -2, 0, 2:

=2 0 2
x| - = 0 < +
x—2| — — - 0 +
x+2| - 0 + + +
prodotto | — 0 + 0 — 0 +

—2I<x<0VxXx>2

Controllo. x = —1: -1 4+4=3>0v. x =1:1 -4 = —3, non positivo v'.
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Non si divide per x

Da x® > 4x dividere per x da x> > 4, e perde tutto il pezzo di risposta che sta a sinistra
dello zero — oltre a essere vietato, perché non si sa il segno di x e quindi non si sa se il
verso cambia.

Si porta tutto a primo membro e si raccoglie. E la stessa regola delle equazioni, con in piti
il problema del verso.

10 Portare in forma normale
Un’espressione con le frazioni sparse non si legge dal quadro finché non diventa una sola

frazione confrontata con zero.

Metodo 10.1: Tutto a primo membro, denominatore comune:

1. C.E., guardando i denominatori cosi come sono.

2. Siporta tutto a primo membro: a destra resta 0.

—

Mx) > 0.

3. Si fa il denominatore comune e si somma: resta 3 o

4. Siscompone N e D, e si compila il quadro.

Il passo 2 non e facoltativo: il quadro dei segni risponde alla domanda «dove questa
espressione e positiva», e la domanda ha senso solo se 1'espressione e una.

1
Esempio Svolto 10.1: p > 2:
1. C.E.x #0. )
2. Tutto a primo membiro.

1
-—=2>0
x
3. Denominatore comune.
1-—2x
>0
x
4. Quadro sugli zeri O e 3:
0o
1-2x | + + 0 -
x| — 0 + +
51- 2 + 0 -
0<x< L
2

Controllo. x = }: 1% =4>2v. x=1:1>2efalsav. x=—-1: -1 >2efalsav—e
questa e la parte che si perde moltiplicando per x senza pensarci.
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«Moltiplico in croce» qui non esiste

Da % > 2 la tentazione e scrivere 1 > 2x, cioe x < %

Quella risposta include tutti i numeri negativi, e nessuno di loro funziona: con x = —1
viene —1 > 2, falso. L'errore ¢ lo stesso di sempre — si & moltiplicato per x senza sapere
se & positivo.

La forma normale non e un formalismo: e quello che rende il quadro applicabile.

11 Somme di frazioni: il denominatore comune
Finché il primo membro € una somma, non c’e niente da studiare.

Il segno di una somma non si legge

Il segno di un prodotto si legge da quello dei fattori; quello di una frazione, da quello di
sopra e di sotto. Ma il segno di una somma non si legge da quello degli addendi:

—14+3=4+2 e -14(-3)=—4

e nei due casi il primo addendo ha lo stesso segno.

Ecco perché 2 + —L- > 0 non si risolve studiando i due pezzi separatamente e mettendoli
insieme: bisogna prima trasformare la somma in una frazione.

Il denominatore comune é il m.c.m. dei denominatori: si prendono tutti i fattori, ciascuno con
I'esponente maggiore. Quando i denominatori sono gia di primo grado e diversi fra loro, il

m.c.m. & il loro prodotto — ma non & sempre cosi, ed & li che si sbaglia.

2 B
Esempio Svolto 11.1: 1 x12 > 0: 1. m.c.m.: i due denominatori non hanno fattori
in comune, quindi & (x — 1)(x + 2).

2. Somma, tutto su quel denominatore:

2(x+2)—3(x—1)20 N 2x+4—3x+320 N —6E A7 >
(x—=1)(x+2) (x—1)(x+2) (x—1)(x+2)
3. Numeratore monico. —x +7 = —(x — 7): il segno meno davanti rovescia il verso.

x—7
=D+ =0
4. CE:x #1lex # —2.

5. Quadro sui punti —2,1,7, e larispostaéx < —2 V 1 < x < 7: il 7 entra perché 1i il
numeratore vale zero e il verso € largo; il —2 e 11 no, perché li la frazione non esiste.
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Il m.c.m. non & sempre il prodotto

1
=1 P-1
e (x—1)(x+1),non (x —1)(x* - 1).
(x—1)(x+1)+ (x—1)
(x =1)2(x +1)
(x — 1) di troppo: nel quadro gli compare una riga che non c’entra. Spesso la risposta

In i denominatori sembrano diversi, ma x> — 1 = (x — 1)(x + 1): il m.c.m.

Chi moltiplica alla cieca ottiene e si porta dietro un fattore

viene lo stesso — ed e il motivo per cui l’errore non si nota e resta.

Prima si scompone, poi si prende il m.c.m. Sempre in quest’ordine.

12 Esercizi lunghi

Un esercizio & lungo quando prima del quadro ci sono pitt passaggi di tipo diverso. Non numeri
piu grandi — passaggi in piti.

Esempio Svolto 12.1: Scomposizione, forma normale e quadro insieme:
2 _
x-—4 <0
x2—x ~
1. Scomposizione, sopra e sotto:
(x—2)(x+2) <0
x(x—1) —
2. C.E. Il denominatore si annullain 0 e 1:
x#0, x#1
3. Zeri in ordine: —2,0, 1, 2.
=2 0 1 2
x—2 | - - - - 0 +
x+2 |- 0 + + - +
x| — - 0 + ol +
x—1| - - - 0 + +
51+ 0 — & + 3 — 0 +
4. Lettura, frazione negativa o nulla:
—2<x<0V1i<x<2

Controllo. x = —1: % = *73 <0V. x= %: 1%‘:‘}2 = :115//f > 0, e infatti % non @ nella
risposta v'.
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Dove si perde tempo, e dove si perdono punti

13

In un esercizio lungo I'errore non & quasi mai nel metodo: ¢ nella trascrizione. Un segno
copiato male in una casella, un punto messo fuori ordine, una colonna dimenticata.

Due abitudini che costano poco e salvano molto:
e scrivere gli zeri in fila e in ordine prima di disegnare il quadro;
¢ alla fine, sostituire un numero per ogni pezzo della risposta. Con quattro fattori
sono tre o quattro conti, e prendono qualunque errore di trascrizione.

Quale strada, e quando

Formula 13.1: La mappa del capitolo:

Se il testo é... allora...

gia un prodotto = 0 quadro dei segni, una riga per fattore

un prodotto con una potenza guarda la parita: pari non cambia segno, dispari si
una frazione 2 0 C.E. per prime, e i sopra gli zeri del denominatore
un polinomio da scomporre raccogli o usa i prodotti notevoli, poi il quadro
una somma di frazioni scomponi i denominatori, prendi il m.c.m., somma:

solo allora & una frazione

un’espressione con frazioni spar- forma normale: tutto a primo membro e denomi-
se natore comune

Esempio Svolto 13.1: Quale strada, senza risolvere: Per ciascuna, la prima mossa — e
basta quella.
(x =1)(x+3)(x —5) < 0: & gia un prodotto. Quadro, tre punti, quattro colonne. Verso

largo, quindi gli zeri entrano.

29
;Cz < 0: scomporre sopra e sotto, poi le C.E., poi il quadro. Quattro righe.
1 1
o + o > 0: € una somma. m.c.m. x(x — 2), si somma, e solo dopo il quadro.
3

—— > 2: forma normale. Tutto a primo membro — non si moltiplica in croce.

—2(x —1)(x+4) < 0: sidivide per —2, e il verso si rovescia. Poi quadro, due punti.

Chi sceglie bene la prima mossa ha gia fatto meta dell’esercizio; chi la sceglie male fa
dieci righe di conti giusti per arrivare a una risposta sbagliata.
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02 - ALGEBRA1 DISEQUAZIONI PRODOTTO, FRATTE E SCOMPONIBILI

Dove si va da qui

Il quadro dei segni imparato qui non cambia pitl.
Nelle disequazioni di secondo grado le righe diventano trinomi invece di binomi: si

impara a leggere il segno di un trinomio, e il resto del metodo e questo, identico.

Nello studio di funzione, al triennio, il segno di una funzione razionale si trova con
questo quadro — e il segno della derivata pure.

E uno dei pochi strumenti del biennio che si usa fino alla maturita senza mai cambiare
forma.
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